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『基礎を学ぶ機械力学』第1刷正誤表

この度は，標記書籍をお買い求めいただき誠にありがとうございました。
標記書籍に誤りがありました。訂正し，深くお詫び申し上げます。
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と表すこともできる．式（2.7）あるいは式（2.8）より，式（2.4）左辺の定数

ωn＝　
k
m

（2.9）　

は角振動数であることがわかる．ωnは初期条件 x0，v0や運動状態に関係な
く，質量とばね定数という振動系固有の特性によって決定される．この意味
で，ωnを固有角振動数とよび，添字 n（natural）をつけて表す．
　図 2.2に x0＞0，v0＞0としたときの
x（t）の時間的変化を示す．周期Tnは固
有角振動数ωnより，

Tn＝
2π
ωn
＝2π

m
k

（2.10）　

と表され，また，振動数は周期の逆数
であるから，

fn＝
1
Tn
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2π
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2π
k
m

（2.11）　

となる．Tnを固有周期，fnを固有振動数という．SI単位系においては，ωn，
Tn，fnの単位は，それぞれ［rad⊘s］，［s］，［Hz］である．
　なお，式（2.1）より，k⊘m＝g⊘xstであるから，式（2.9）は，

ωn＝　
k
m
＝　 g

xst
（2.12）　

とも書ける．したがって，この系の固有角振動数，固有振動数，固有周期は
ばねの静的伸び xstからも知ることができる．

例題 2.1 　質量m＝2 kgのおもりがばね定数 k＝8000 N⊘mのばねにつるさ
れている．この系の固有角振動数，固有振動数，固有周期を求めなさい．
［解］　式（2.9），（2.11），（2.10）より，それぞれ次のように計算される．

・固有角振動数：ωn＝　
k
m
＝　 8000

2
＝63.24… rad⊘s＝63.2 rad⊘s

・固有振動数： fn＝
ωn

2π
＝10.06… s－1＝10.1 Hz

・固有周期：Tn＝
1
fn
＝0.09934… s＝0.0993 s

Tn＝2π/ωn
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図 2.2　非減衰自由振動
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ーメント（トルク），すなわち弾性軸のねじりば
ね定数で，材料力学によれば，次のように与え
られる．

kt＝
πGd4

32l
（2.16）　

　図 2.3のコイルばねを，ねじりばねとして利
用することもできる．このときのねじりばね定
数は，Eを材料の縦弾性係数として次のように
与えられる．

kt＝
Ed4

64ND
（2.17）　

（4）組合せばね定数
　複数のばねを組合せて用いることも多い．基本的な組合せ方は，直列結合
と並列結合の 2種類である．

1）直列結合　　図 2.5（a）のように，ばね定数が k1と k2の 2つのばねを直
列に結合した組合せばねに力 Fを加えると，Fは 2つのばねに共通に働き，
全体の変形量δは，2つのばねの変形量δ1，δ2の和となるから，

F＝k1δ1，F＝k2δ2　⇒　δ＝δ1＋δ2＝
F
k1
＋ F

k2
＝（ 1

k1
＋ 1

k2）F
となる．直列ばねの組合せばね定数を kとすると，全体の変形量δと力の比
δ⊘Fは，1⊘kに相当するから次式を得る．
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図 2.4　弾性軸のねじり
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図 2.5　組合せばね26 下から 7行目 複素値関数となり 複素数値関数となり
30 例題 2.6

2行目
5回の振動の後，振幅の極大値が 5回の振動の後，極大値が

32 上から 4行目

32　　第 2章　1自由度系の自由振動

x（t）＝α2 cos ωnt＋β2 sin ωnt－e

x
●（t）＝－α2ωn sin ωnt＋β2ωn cos ωnt

（2.69）

式（2.69）を t→π⊘ωnとしたとき，条件 2）と一致するように，
lim x（t）＝－α2－e＝－x0＋2e，　 lim  x

●（t）＝β2ωn＝0

とすれば，α2＝x0－3e，β2＝0と定まる．式（2.69）に用いれば，
x（t）＝（x0－3e）cos ωnt－e

x
●（t）＝－（x0－3e）ωn cos ωnt

（2.70）

を得る．式（2.70）は x
●（t）＞0の条件下で有効で，図 2.22のπ⊘ωn＜t＜2π⊘ωn

の範囲の振動を与え，t→ 2π⊘ωnの極限で，x→ x0－4e，x
● → 0となる．同

様の手順を繰り返すことにより，t＝2π⊘ωn以降の振動解が得られる．
　クーロン減衰系では，x

● の負または正に応じて，それぞれ振動の中心が
x ＝＋eまたは x＝－eに切り替わり，振幅は 1⊘2サイクルごとに，2eずつ等
差数列的に減少していく．x

●＝0となって静止したとき，｜x｜≤eの範囲内にあ
れば，k ｜x｜≤ke＝F0より，ばね力が摩擦力以下になるので運動は停止する．

2.5　位相平面による振動の表示

　質点系の運動状態は，各質点の位置と速度（または運動量）で表現すること
ができる．1自由度系の場合，物体の変位 xを横軸，その速度 v＝x

● を縦軸と
した平面内に，運動している物体のある瞬間の状態を 1点（x, v）で表す．こ
の x-v平面を位相平面といい，この平面内において時間の経過とともに状態
点（x, v）が描く軌跡をトラジェクトリという．非線形振動など，解析解を求
めるのが困難な場合，位相平面内に描くトラジェクトリによって，振動系の
性質を調べたり数値解を求めたりする．
　これまでに述べてきた自由振動のトラジェクトリを調べよう．

t→π⊘ωn t→π⊘ωn

x（t）

t

x0
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図 2.22　クーロン減衰による自由振動
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46 下から 7行目 機械内部の回転体の遠心力が 機械内部の回転体の遠心力の上下方向成分が
49 下から

1～3行目
得られる．減衰率ζが小さいほどTRは小さくなるが，
ω/ωn≒1付近でもTRを小さくするためには，適当な
大きさの減衰が必要である．

得られる．ω/ωn＞ 2の範囲では，減衰率ζが小さ
いほどTRは小さくなるが，ω/ωn≒1付近の共振を低
減するために，ζは適当な大きさにする必要がある．

64 式（4.5）

64　　第 4章　2自由度系の振動

向きであり，値が正のときは上向き，負のときは下向きになる．
　以上より，質点m1，m2の運動方程式は，それぞれ，

m1 xr1＝－k1x1－k2（x1－x2）
m2 xr2＝－k2（x2－x1）－k3 x2

（4.1）

と書かれる．これを整理すれば，
m1 xr1＋（k1＋k2）x1－k2 x2＝0

m2 xr2－k2x1＋（k2＋k3）x2＝0  
（4.2）

となる．あるいは，行列形式を用いて次のように表される．

（m1

0
0

m2）（  xr1

 xr2）＋（ k1＋k2

－k2

－k2

k2＋k3）（x1

x2）＝（ 0
0） （4.3）　

（2）固有角振動数
　試みに，m1，m2がそれぞれ異なる角振動数と初期位相角で，

x1＝C1 sin（ω1t＋φ1），　x2＝C2 sin（ω2t＋φ2）
と振動するものと仮定して，式（4.2）に代入すると，

（k1＋k2－m1ω1
2）C1 sin（ω1t＋φ1）－k2C2 sin（ω2t＋φ2）＝0

　　　　　－k2C1 sin（ω1t＋φ1）＋（k2＋k3－m2ω2
2）C2 sin（ω2t＋φ2）＝0 

を得る．左辺は角振動数の異なる 2つの単振動の合成であるが，ω1≠ω2であ
る限り左辺を 0とすることはできない．できるとすれば，C1＝C2＝0の場合
であるが，それでは x1≡0，x2≡0の無意味な解（2つの質点が常に静止）にな
ってしまう．したがって，有意な解を得るためにはω1＝ω2でなければなら
ない．同様の理由でφ1＝φ2でなければならない．したがって，

（x1

x2）＝（C1

C2）sin（ωt＋φ） （4.4）　

とおく．いまのところ，振幅 C1，C2，角振動数ω，初期位相角φは未知数で
ある．式（4.4）を式（4.3）に代入すれば，sin（ωt＋φ）≠0であるから，

　　　　　（ k1＋k2－m1ω2

－k2

－k2

k2＋k3－m2ω2）＝（C1

C2）＝（ 0
0） （4.5）　

を得る．これは C1，C2に関する連立方程式であるが，自明な解 C1＝C2＝0以
外の意味のある解が存在するための必要十分条件は，

　　　　　行列式：Δ（ω）＝｜k1＋k2－m1ω2

－k2

－k2

k2＋k3－m2ω2｜＝0 （4.6）　

である．この条件から決まるωは図 4.1の 2自由度系の固有角振動数であり，
式（4.6）を振動数方程式という．行列式（4.6）を展開し，m1m2で除すと，

2）（C
C
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向きであり，値が正のときは上向き，負のときは下向きになる．
　以上より，質点m1，m2の運動方程式は，それぞれ，

m1 xr1＝－k1x1－k2（x1－x2）
m2 xr2＝－k2（x2－x1）－k3 x2

（4.1）

と書かれる．これを整理すれば，
m1 xr1＋（k1＋k2）x1－k2 x2＝0

m2 xr2－k2x1＋（k2＋k3）x2＝0  
（4.2）

となる．あるいは，行列形式を用いて次のように表される．

（m1

0
0

m2）（  xr1

 xr2）＋（ k1＋k2

－k2

－k2

k2＋k3）（x1

x2）＝（ 0
0） （4.3）　

（2）固有角振動数
　試みに，m1，m2がそれぞれ異なる角振動数と初期位相角で，

x1＝C1 sin（ω1t＋φ1），　x2＝C2 sin（ω2t＋φ2）
と振動するものと仮定して，式（4.2）に代入すると，

（k1＋k2－m1ω1
2）C1 sin（ω1t＋φ1）－k2C2 sin（ω2t＋φ2）＝0

　　　　　－k2C1 sin（ω1t＋φ1）＋（k2＋k3－m2ω2
2）C2 sin（ω2t＋φ2）＝0 

を得る．左辺は角振動数の異なる 2つの単振動の合成であるが，ω1≠ω2であ
る限り左辺を 0とすることはできない．できるとすれば，C1＝C2＝0の場合
であるが，それでは x1≡0，x2≡0の無意味な解（2つの質点が常に静止）にな
ってしまう．したがって，有意な解を得るためにはω1＝ω2でなければなら
ない．同様の理由でφ1＝φ2でなければならない．したがって，

（x1

x2）＝（C1

C2）sin（ωt＋φ） （4.4）　

とおく．いまのところ，振幅 C1，C2，角振動数ω，初期位相角φは未知数で
ある．式（4.4）を式（4.3）に代入すれば，sin（ωt＋φ）≠0であるから，

　　　　　（ k1＋k2－m1ω2

－k2

－k2

k2＋k3－m2ω2）（C1

C2）＝（ 0
0） （4.5）　

を得る．これは C1，C2に関する連立方程式であるが，自明な解 C1＝C2＝0以
外の意味のある解が存在するための必要十分条件は，

　　　　　行列式：Δ（ω）＝｜k1＋k2－m1ω2

－k2

－k2

k2＋k3－m2ω2｜＝0 （4.6）　

である．この条件から決まるωは図 4.1の 2自由度系の固有角振動数であり，
式（4.6）を振動数方程式という．行列式（4.6）を展開し，m1m2で除すと，
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C
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mxr＝－k1（x＋l1θ）－k2（x－l2θ）
Iθr＝－k1（x＋l1θ）l1＋k2（x－l2θ）l2

（4.19）

となる．整理して行列で表示すれば，

（m
0

0
I）（  xr

θr）＋（ k1＋k2

k1l1－k2l2

k1l1－k2l2

k1l1
2＋k2l2

2）（ x
θ）＝（ 0

0） （4.20）　

となる．xおよびθの振動を

　　　　　（ x
θ）（ X
Θ）＝sin（ωt＋φ） （4.21）　

と仮定して式（4.20）に代入すれば，sin（ωt＋φ）≠0より次式を得る．

（ k1＋k2－mω2

k1l1－k2l2

k1l1－k2l2

k1l1
2＋k2l2

2－Iω2）（ X
Θ）＝（ 0

0） （4.22）　

XとΘが同時に 0とならない条件より，振動数方程式は次のようになる．

｜k1＋k2－mω2

k1l1－k2l2

k1l1－k2l2

k1l1
2＋k2l2

2－Iω2｜
　　　　　　＝（k1＋k2－mω2）（k1l1

2＋k2l2
2－Iω2）－（k1l1－k2l2）2＝0

これを整理すると，
ω4－αω2＋β＝0

　　　　　ただし，α＝ k1＋k2

m
＋ k1l1

2＋k2l2
2

I
，　β＝ k1k2（l1＋l2）2

mI
（4.23）　

となる．したがって，2次方程式の解の公式より，

ω2＝α∓ α
2－4β

2
（4.24）　

となる．これは，式（4.8）とまったく同形であり，α2－4β＞0も同じ要領で示
すことができる．また明らかにα＞0であるから，ω2は 2つとも正である．
　したがって，2つの固有角振動数が存在し，

ωn1

ωn2｝＝　α∓ α
2－4β

2
（4.25）　

となる．直線と回転の連成振動の場合，角度振幅が分母になるように，

ri＝（ X
Θ）（

i）
＝－ k1l1－k2l2

k1＋k2－mωni
2＝－

k1l1
2＋k2l2

2－Iωni
2

k1l1－k2l2
　（i＝1，2）（4.26）　

と振幅比を定義する方が現象を把握しやすい．この振幅比 ri（i＝1，2）は，棒
の重心と回転中心間の距離を表し，単位は［m/rad］である．
　ところで，これまでに 2自由度系の自由振動の運動方程式として，式（4.3），

）（Θ）＝sin
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mxr＝－k1（x＋l1θ）－k2（x－l2θ）
Iθr＝－k1（x＋l1θ）l1＋k2（x－l2θ）l2

（4.19）

となる．整理して行列で表示すれば，

（m
0

0
I）（  xr

θr）＋（ k1＋k2

k1l1－k2l2

k1l1－k2l2

k1l1
2＋k2l2

2）（ x
θ）＝（ 0

0） （4.20）　

となる．xおよびθの振動を

　　　　　（ x
θ）＝（ X

Θ）sin（ωt＋φ） （4.21）　

と仮定して式（4.20）に代入すれば，sin（ωt＋φ）≠0より次式を得る．

（ k1＋k2－mω2

k1l1－k2l2

k1l1－k2l2

k1l1
2＋k2l2

2－Iω2）（ X
Θ）＝（ 0

0） （4.22）　

XとΘが同時に 0とならない条件より，振動数方程式は次のようになる．

｜k1＋k2－mω2

k1l1－k2l2

k1l1－k2l2

k1l1
2＋k2l2

2－Iω2｜
　　　　　　＝（k1＋k2－mω2）（k1l1

2＋k2l2
2－Iω2）－（k1l1－k2l2）2＝0

これを整理すると，
ω4－αω2＋β＝0

　　　　　ただし，α＝ k1＋k2

m
＋ k1l1

2＋k2l2
2

I
，　β＝ k1k2（l1＋l2）2

mI
（4.23）　

となる．したがって，2次方程式の解の公式より，

ω2＝α∓ α
2－4β

2
（4.24）　

となる．これは，式（4.8）とまったく同形であり，α2－4β＞0も同じ要領で示
すことができる．また明らかにα＞0であるから，ω2は 2つとも正である．
　したがって，2つの固有角振動数が存在し，

ωn1

ωn2｝＝　α∓ α
2－4β

2
（4.25）　

となる．直線と回転の連成振動の場合，角度振幅が分母になるように，

ri＝（ X
Θ）（

i）
＝－ k1l1－k2l2

k1＋k2－mωni
2＝－

k1l1
2＋k2l2

2－Iωni
2

k1l1－k2l2
　（i＝1，2）（4.26）　

と振幅比を定義する方が現象を把握しやすい．この振幅比 ri（i＝1，2）は，棒
の重心と回転中心間の距離を表し，単位は［m/rad］である．
　ところで，これまでに 2自由度系の自由振動の運動方程式として，式（4.3），

）（Θ）sin

p.88下から 1行目～
p.89上から 1行目

上の面に属する接触点 P，下の面に属する接触点 P ′
は，いずれも共通接平面の方向に動くので，N，－N
は仕事をしない．

上の面に属する接触点 Pおよび下の面に属する接触
点P ′，それぞれの共通接平面に沿った変位成分は，N，
－Nと垂直なので仕事は生じない．一方，P ′，Pの
共通接平面に垂直な変位成分は等しく，力はそれぞ
れ N，－Nなので仕事の合計は 0である．
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　一般に，振動が生じる体系の位置エネルギは，平
衡点で最小値をとり，系は平衡点で安定である．以
下では，安定のほか，平衡点付近で中立となる場合
も想定する．平衡点において U｜0＝0と定義したから，
平衡点付近で位置エネルギ Uは負になることはなく，

（q1，q2，…，qn）≠（0，0，…，0）　→　U≥0

である．たとえば，ばねで結合された 2質点が，平
衡を保ちながら q1＝q2で動くときは，（q1，q2）≠（0，
0）でも U＝0となり，中立の平衡に相当する．

　一般に，振動が生じる体系は平衡点で安定である．
すなわち，位置エネルギは平衡点で最小値をとり，
それを U｜0＝0と定義すれば，平衡点以外の近傍では
U＞0となる．以下では範囲を少し広げ，安定と中立
が混在する場合も含める．たとえば，ばねで連結さ
れた 2質点（変位を q1，q2とする）が平衡点から運動す
るとき，q1≠q2ならば，ばねに伸縮が生じて U＞0と
なるが，q1＝q2を保ちながら剛体的に運動すれば，
平衡点以外でもU＝0となる（図5.9（b）参照）．このよ
うな場合を含めると，平衡点近傍での位置エネルギ
の挙動は，次のように表される．

（q1，q2，…，qn）≠（0，0，…，0）　→　U≥0

減衰率ζが小さいほどTRTRT は小さくなるが，
ω/ωn≒1付近でもTRTRT を小さくするためには，適当な
大きさの減衰が必要である．

ω/ωn＞ 2の範囲では，減衰率ζが小さ
いほどTRTRT は小さくなるが，ω/ωn≒1付近の共振を低
減するために，ζは適当な大きさにする必要がある．

は，いずれも共通接平面の方向に動くので，N，－N 点P ′，それぞれの共通接平面に沿った変位成分は，N，
Nと垂直なので仕事は生じない．一方，P ′，Pの
共通接平面に垂直な変位成分は等しく，力はそれぞ
れ N，－Nなので仕事の合計は 0である．

体系の位置エネルギは，平
衡点で最小値をとり，系は平衡点で安定である．以
下では，安定のほか，平衡点付近で中立となる場合
も想定する．平衡点において ＝0と定義したから，
平衡点付近で位置エネルギ は負になることはなく，

である．たとえば，ばねで結合された 2質点が，平
衡を保ちながら q2）≠（0，
0）でも U＝0となり，中立の平衡に相当する．

体系は平衡点で安定である．
すなわち，位置エネルギは平衡点で最小値をとり，
それを ＝0と定義すれば，平衡点以外の近傍では
U＞0となる．以下では範囲を少し広げ，安定と中立
が混在する場合も含める．たとえば，ばねで連結さ
れた 2質点（変位を とする）が平衡点から運動す
るとき，
なるが，
平衡点以外でも
うな場合を含めると，平衡点近傍での位置エネルギ
の挙動は，次のように表される．

（q1，q2，…，qn）≠（0，0，…，0）　→　U≥0
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　　　　　krs＝
∂2U
∂qr∂qs｜0

；krs＝ksr　（r，s＝1，2，…，n） （5.36）　

を一般ばね定数と名づける．∂2U/∂qr∂qsが連続であれば，偏微分の順序は交
換可能であるから，krs＝ksrが成り立つ．これを相反定理という．一般ばね定
数を用いれば，微小振動の位置エネルギ Uは，

　　　　　U＝ 1
2

n

S
r，s＝1

krsqrqs　扌　krs＝
∂2U
∂qr∂qs

（5.37）　

のように，2次形式†で表される．

Maclaurin展開
1）1変数関数

　　　f（x）＝
∞

S
k＝0

1
k！ f（k）（0）xk＝f（0）＋f ′（0）x＋ 1

2
f″（0）x2＋ 1

6
f′′′（0）x3＋…

2）2変数関数

　　　f（x，y）＝
∞

S
k＝0

1
k！（x

∂
∂x＋y

∂
∂y）k

f（0，0）＝ f（0，0）＋（ fx（0，0）x＋fy（0，0）y）

　　　　　　 ＋ 1
2（ fxx（0，0）x2＋2 fxy（0，0）xy＋fyy（0，0）y2）＋…

3）n変数関数

f（x1，x2，…，xn）＝
∞

S
k＝0

1
k！（x1

∂
∂x1
＋x2

∂
∂x2
＋…＋xn

∂
∂xn）

k

f（0，0，…，0）

　＝ f（0，0，…，0）＋｛ fx1（0，0，…，0）x1＋fx2（0，0，…，0）x2＋…＋fxn（0，0，…，0）xn｝
　＋ 1

2｛ fx1 x1（0，0，…，0）x1
2＋fx1 x2（0，0，…，0）x1x2＋…＋fxn xn（0，0，…，0）xn

2｝＋…
4）三角関数
　　1）を適用して，
　　sin x＝x－ 1

3！x3＋ 1
5！x5－…，cos x＝1－ 1

2！x2＋ 1
4！x4－…　

 例 2 　式（5.37）の例（n＝2の場合）

　　　　　U＝
2

S
r，s＝1

krsqrqs＝
1
2
（k11 q1 q1＋k12 q1 q2＋k21 q2 q1＋k22 q2 q2）

＝ 1
2
（k11 q1

2＋k12 q1 q2＋k21 q2 q1＋k22 q2
2）

　　　　　∂U
∂q1
＝k11 q1＋

1
2
（k12 q2＋k21 q2），

∂U
∂q2
＝ 1

2
（k12 q1＋k21 q1）＋k22 q2

　　　　　∂
2U
∂q1

2＝k11，
∂2U
∂q2∂q1

＝ 1
2
（k12＋k21）＝k12

†　通常右辺の 1/2はなく，Sars xr xsを 2次形式とよぶ．

f（ ）（ ） k
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となる．ここで，

　　　　　krs＝
∂2U
∂qr∂qs｜0

；krs＝ksr　（r，s＝1，2，…，n） （5.36）　

を一般ばね定数と名づける．∂2U/∂qr∂qsが連続であれば，偏微分の順序は交
換可能であるから，krs＝ksrが成り立つ．これを相反定理という．一般ばね定
数を用いれば，微小振動の位置エネルギ Uは，

　　　　　U＝ 1
2

n

S
r，s＝1

krsqrqs　→　krs＝
∂2U
∂qr∂qs

（5.37）　

のように，2次形式で表される．

Maclaurin展開
1）1変数関数

　　　f（x）＝
∞

S
k＝0

1
k！（x

d
dx）k

f（0）＝f（0）＋f ′（0）x＋ 1
2

f″（0）x2＋ 1
6

f′′′（0）x3＋…

2）2変数関数

　　　f（x，y）＝
∞

S
k＝0

1
k！（x

∂
∂x＋y

∂
∂y）k

f（0，0）＝ f（0，0）＋（ fx（0，0）x＋fy（0，0）y）

　　　　　　 ＋ 1
2（ fxx（0，0）x2＋2 fxy（0，0）xy＋fyy（0，0）y2）＋…

3）n変数関数

f（x1，x2，…，xn）＝
∞

S
k＝0

1
k！（x1

∂
∂x1
＋x2

∂
∂x2
＋…＋xn

∂
∂xn）

k

f（0，0，…，0）

　＝ f（0，0，…，0）＋｛ fx1（0，0，…，0）x1＋fx2（0，0，…，0）x2＋…＋fxn（0，0，…，0）xn｝
　＋ 1

2｛ fx1 x1（0，0，…，0）x1
2＋fx1 x2（0，0，…，0）x1x2＋…＋fxn xn（0，0，…，0）xn

2｝＋…
4）三角関数
　　1）を適用して，
　　sin x＝x－ 1

3！x3＋ 1
5！x5－…，cos x＝1－ 1

2！x2＋ 1
4！x4－…　

 例 2 　式（5.37）の例（n＝2の場合）

　　　　　U＝ 1
2

2

S
r，s＝1

krsqrqs＝
1
2
（k11 q1 q1＋k12 q1 q2＋k21 q2 q1＋k22 q2 q2）

＝ 1
2
（k11 q1

2＋k12 q1 q2＋k21 q2 q1＋k22 q2
2）

　　　　　∂U
∂q1
＝k11 q1＋

1
2
（k12 q2＋k21 q2），

∂U
∂q2
＝ 1

2
（k12 q1＋k21 q1）＋k22 q2

　　　　　∂
2U
∂q1

2＝k11，
∂2U
∂q2∂q1

＝ 1
2
（k12＋k21）＝k12

（ d ）k

）＝

例 2
2行目
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　　　　　krs＝
∂2U
∂qr∂qs

 ｜0
；krs＝ksr　（r，s＝1，2，…，n） （5.36）　

を一般ばね定数と名づける．∂2U/∂qr∂qsが連続であれば，偏微分の順序は交
換可能であるから，krs＝ksrが成り立つ．これを相反定理という．一般ばね定
数を用いれば，微小振動の位置エネルギ Uは，

　　　　　U＝ 1
2

 
n

S
r，s＝1

 krsqrqs　扌　krs＝
∂2U
∂qr∂qs

 （5.37）　

のように，2次形式†で表される．

Maclaurin展開
1）1変数関数

　　　f（x）＝
∞

S
k＝0

 
1
k！ f（k）（0）xk＝f（0）＋f ′（0）x＋ 1

2
 f ″（0）x2＋ 1

6
 f ′′′（0）x3＋…

2）2変数関数

　　　f（x，y）＝
∞

S
k＝0

 
1
k！ （x 

∂
∂x＋y 

∂
∂y）k

f（0，0）＝ f（0，0）＋（ fx（0，0）x＋fy（0，0）y）

　　　　　　 ＋ 1
2

 （ fxx（0，0）x2＋2 fxy（0，0）xy＋fyy（0，0）y2）＋…
3）n変数関数

　 f（x1，x2，…，xn）＝
∞

S
k＝0

 
1
k！ （x1 

∂
∂x1
＋x2 

∂
∂x2
＋…＋xn 

∂
∂xn）

k

f（0，0，…，0）

　＝ f（0，0，…，0）＋｛ fx1（0，0，…，0）x1＋fx2（0，0，…，0）x2＋…＋fxn（0，0，…，0）xn｝
　＋ 1

2
 ｛ fx1 x1（0，0，…，0）x1

2＋fx1 x2（0，0，…，0）x1x2＋…＋fxn xn（0，0，…，0）xn
2｝＋…

4）三角関数
　　1）を適用して，
　　sin x＝x－ 1

3！ x3＋ 1
5！ x5－…，cos x＝1－ 1

2！ x2＋ 1
4！ x4－…　

 例 2 　式（5.37）の例（n＝2の場合）

　　　　　U＝
2

S
r，s＝1

 krsqrqs＝
1
2
（k11 q1 q1＋k12 q1 q2＋k21 q2 q1＋k22 q2 q2）

 ＝ 1
2
（k11 q1

2＋k12 q1 q2＋k21 q2 q1＋k22 q2
2）

　　　　　∂U
∂q1
＝k11 q1＋

1
2
（k12 q2＋k21 q2），

∂U
∂q2
＝ 1

2
（k12 q1＋k21 q1）＋k22 q2

　　　　　∂
2U
∂q1

2＝k11，
∂2U
∂q2∂q1

＝ 1
2
（k12＋k21）＝k12

†　通常右辺の 1/2はなく，Sars xr xsを 2次形式とよぶ．
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となる．ここで，
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を一般ばね定数と名づける．∂2U/∂qr∂qsが連続であれば，偏微分の順序は交
換可能であるから，krs＝ksrが成り立つ．これを相反定理という．一般ばね定
数を用いれば，微小振動の位置エネルギ Uは，

　　　　　U＝ 1
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n

S
r，s＝1

krsqrqs　→　krs＝
∂2U
∂qr∂qs

（5.37）　

のように，2次形式で表される．

Maclaurin展開
1）1変数関数

　　　f（x）＝
∞

S
k＝0

1
k！（x

d
dx）k

f（0）＝f（0）＋f ′（0）x＋ 1
2

f″（0）x2＋ 1
6

f′′′（0）x3＋…

2）2変数関数

　　　f（x，y）＝
∞

S
k＝0

1
k！（x

∂
∂x＋y

∂
∂y）k

f（0，0）＝ f（0，0）＋（ fx（0，0）x＋fy（0，0）y）

　　　　　　 ＋ 1
2（ fxx（0，0）x2＋2 fxy（0，0）xy＋fyy（0，0）y2）＋…

3）n変数関数

f（x1，x2，…，xn）＝
∞

S
k＝0

1
k！（x1

∂
∂x1
＋x2

∂
∂x2
＋…＋xn

∂
∂xn）

k

f（0，0，…，0）

　＝ f（0，0，…，0）＋｛ fx1（0，0，…，0）x1＋fx2（0，0，…，0）x2＋…＋fxn（0，0，…，0）xn｝
　＋ 1

2｛ fx1 x1（0，0，…，0）x1
2＋fx1 x2（0，0，…，0）x1x2＋…＋fxn xn（0，0，…，0）xn

2｝＋…
4）三角関数
　　1）を適用して，
　　sin x＝x－ 1

3！x3＋ 1
5！x5－…，cos x＝1－ 1

2！x2＋ 1
4！x4－…　

 例 2 　式（5.37）の例（n＝2の場合）

　　　　　U＝ 1
2

2

S
r，s＝1

krsqrqs＝
1
2
（k11 q1 q1＋k12 q1 q2＋k21 q2 q1＋k22 q2 q2）

＝ 1
2
（k11 q1

2＋k12 q1 q2＋k21 q2 q1＋k22 q2
2）

　　　　　∂U
∂q1
＝k11 q1＋

1
2
（k12 q2＋k21 q2），

∂U
∂q2
＝ 1

2
（k12 q1＋k21 q1）＋k22 q2

　　　　　∂
2U
∂q1

2＝k11，
∂2U
∂q2∂q1

＝ 1
2
（k12＋k21）＝k12

＝
r

104 下から 4行目

104　　第 5章　解析力学

　　　　　 ∂2U
∂q1∂q2

＝ 1
2
（k12＋k21）＝k21，

∂2U
∂q2

2＝k22

（2）運動エネルギの近似
　次に運動エネルギ Tがどのように表されるか考えよう．質点 iの位置ベク
トルの時間微分 r

●

iは，式（5.11）より，

　　　　　r
●

i＝
n

S
r＝1

∂ri

∂qr
q
●

r＝
n

S
s＝1

∂ri

∂qs
q
●

s

と書かれる．これより運動エネルギ Tの表示式は次のようになる．

　　T＝ 1
2

N

S
i＝1

mi r
●

i
2＝ 1

2

N

S
i＝1

mi r
●

i・r
●

i＝
1
2

N

S
i＝1

mi（
n

S
r＝1

∂ri

∂qr
q
●

r）・（
n

S
s＝1

∂ri

∂qs
q
●

s）
＝ 1

2

N

S
i＝1

n

S
r＝1

n

S
s＝1

mi
∂ri

∂qr
・∂ri

∂qs
q
●

r q
●

s＝
1
2

n

S
r＝1

n

S
s＝1
（

N

S
i＝1

mi
∂ri

∂qr
・∂ri

∂qs）q●

r q
●

s（5.38） 

ここで，∂ri/∂qr，∂ri/∂qsは，q1，q2，…，qnの関数であるから，

　　　　　m— rs（q1，q2，…，qn）＝
N

S
i＝1

mi
∂ri

∂qr
・∂ri

∂qs

とおけば，m— rsも q1，q2，…，qnの関数である．位置エネルギ Uと同様，
　　　　　m— rs（q1，q2，…，qn）

　　　　　　＝m— rs｜0＋（∂m— rs

∂q1 ｜0
q1＋
∂m— rs

∂q2 ｜0
q2＋…＋

∂m— rs

∂qn｜0
qn）＋……

とMaclaurin展開して式（5.38）に代入すると，式（5.38）右辺にはすでに 2次の
微小量 q

●

rq
●

sがあるので，上式第 2項以降は 3次以上の微小量となって消滅し，
第 1項の定数項m— rs｜0だけが残る．したがって，一般質量を，

　　mrs＝m— rs｜0＝
N

S
i＝1

mi（∂ri

∂qr
・∂ri

∂qs）｜0
；mrs＝msr　（r，s＝1，2，…，n）（5.39）　

と定義すれば，式（5.38）は，

　　　　　T＝ 1
2

n

S
r，s＝1

mrs q
●

rq
●

s　扌　mrs＝
∂2T
∂q

●

r∂q
●

s
（5.40）　

の 2次形式となる．本来，T＝T（q1，q1，…，qn，q
●

1，q
●

2，…，q
●

n）であったが，3次
以上の微小量を省略する過程で T＝T（q

●

1，q
●

2，…，q
●

n）となった．運動エネルギ
は，q

●

rがすべて 0でない限り T＞0となる†．すなわち，
　　　　　（q

●

1，q
●

2，…，q
●

n）≠（0，0，…，0）　→　T＞0

†　n自由度系の場合，xi，yi，zi（i＝1，2，…，N）の 3N個の直交座標の中から，任意の n個を選ん
でξj（ j＝1，2，…，n）とする．｜（∂ξj/∂qr）｜0｜≠0となるWronski（ロンスキー）行列式が 1つでも
あればよい．

q ，…，
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∂q1∂q2

＝ 1
2
（k12＋k21）＝k21，

∂2U
∂q2

2＝k22

（2）運動エネルギの近似
　次に運動エネルギ Tがどのように表されるか考えよう．質点 iの位置ベク
トルの時間微分 r

●

iは，式（5.11）より，

　　　　　r
●

i＝
n

S
r＝1

∂ri

∂qr
q
●

r＝
n

S
s＝1

∂ri

∂qs
q
●

s

と書かれる．これより運動エネルギ Tの表示式は次のようになる．

　　T＝ 1
2

N

S
i＝1

mi r
●

i
2＝ 1

2

N

S
i＝1

mi r
●

i・r
●

i＝
1
2

N

S
i＝1
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n

S
r＝1

∂ri

∂qr
q
●

r）・（
n

S
s＝1

∂ri

∂qs
q
●
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＝ 1

2

N

S
i＝1

n

S
r＝1

n

S
s＝1

mi
∂ri

∂qr
・∂ri

∂qs
q
●

r q
●

s＝
1
2

n

S
r＝1

n

S
s＝1
（

N

S
i＝1

mi
∂ri

∂qr
・∂ri

∂qs）q●

r q
●

s（5.38） 

ここで，∂ri/∂qr，∂ri/∂qsは，q1，q2，…，qnの関数であるから，

　　　　　m— rs（q1，q2，…，qn）＝
N

S
i＝1

mi
∂ri

∂qr
・∂ri

∂qs

とおけば，m— rsも q1，q2，…，qnの関数である．位置エネルギ Uと同様，
　　　　　m— rs（q1，q2，…，qn）

　　　　　　＝m— rs｜0＋（∂m— rs

∂q1 ｜0
q1＋
∂m— rs

∂q2 ｜0
q2＋…＋

∂m— rs

∂qn｜0
qn）＋……

とMaclaurin展開して式（5.38）に代入すると，式（5.38）右辺にはすでに 2次の
微小量 q

●

rq
●

sがあるので，上式第 2項以降は 3次以上の微小量となって消滅し，
第 1項の定数項m— rs｜0だけが残る．したがって，一般質量を，

　　mrs＝m— rs｜0＝
N

S
i＝1

mi（∂ri

∂qr
・∂ri

∂qs）｜0
；mrs＝msr　（r，s＝1，2，…，n）（5.39）　

と定義すれば，式（5.38）は，

　　　　　T＝ 1
2

n

S
r，s＝1

mrs q
●

rq
●

s　→　mrs＝
∂2T
∂q

●

r∂q
●

s
（5.40）　

の 2次形式となる．本来，T＝T（q1，q2，…，qn，q
●

1，q
●

2，…，q
●

n）であったが，3次
以上の微小量を省略する過程で T＝T（q

●

1，q
●

2，…，q
●

n）となった．運動エネルギ
は，q

●

rがすべて 0でない限り T＞0となる†．すなわち，
　　　　　（q

●

1，q
●

2，…，q
●

n）≠（0，0，…，0）　→　T＞0

†　n自由度系の場合，xi，yi，zi（i＝1，2，…，N）の 3N個の直交座標の中から，任意の n個を選ん
でξj（ j＝1，2，…，n）とする．｜（∂ξj/∂qr）｜0｜≠0となるWronski（ロンスキー）行列式が 1つでも
あればよい．

q ，…，
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と線形近似すれば，ωeは非線形振動の等価角振動数に相当するが，いまのと
ころ未知数である．すでに示したように，式（10.6）の初期条件に対する非線
形振動は，x＝x0扌 x＝－x0の間を往復する振動であるから，この振動を，
　　　　　x（t）＝x0 cos ωet＝x0 cos θ；θ＝ωet （10.15）　
と仮定して式（10.14）に用いれば，次式となる．
　　　　　f（x0 cos θ）≒ωe

2 x0 cos θ （10.16）　

三角関数の定積分公式

1）
2π

 0
cos2θdθ＝

2π

 0

1＋cos 2θ
2

dθ＝ 1
2 θ＋

1
2

sin 2θ
2π

0
＝π

2）I＝
2π

 0
cos4θ・dθ＝

2π

 0
cos θ・cos3θ・dθ

＝ sin θ cos3θ
2π

0
－3

2π

 0
sin θ・cos2θ・（－sin θ）dθ

＝3
2π

 0
sin2θ cos2θdθ＝3

2π

 0
（1－cos2θ）cos2θdθ

＝3（ 2π

 0
cos2θ・dθ－

2π

 0
cos4θ・dθ）＝3π－3I

　　 I＝
2π

 0
cos4θ・dθ＝3π⊘4

f（x0 cos θ）は周期 2πの偶関数であり，しかもθ＝（2n－1）π⊘2（n＝1，2，…）
のとき f（0）＝0となるから，cos θ，cos 3θ，cos 5θ，…によって Fourier級数展
開できる．式（10.16）の右辺を Fourier級数の第 1項目だけで近似したものと
見なすと，ωe

2 x0はその Fourier係数である．したがって Fourier係数を求め
る要領で，式（10.16）の両辺に cos θをかけ，θ＝0→ 2πで積分すれば右辺は
ωe

2 x0πとなるから，ωe
2は次のように与えられる．

　　　　　ωe
2＝ 1
πx0

2π

 0
f（x0 cos θ）・cos θdθ （10.17）　

　たとえば，Duffing方程式（10.12）の場合，f（x）＝ωn
2（x＋βx3）を式（10.17）

に用いれば，三角関数の定積分公式より，

　　　　　ωe
2＝ 1
πx0

2π

 0
ωn

2（x0 cos θ＋βx0
3 cos3θ）・cos θdθ

＝ωn
2（1＋ 3

4
βx0

2） （10.18）　

となる．このωe
2を用いて，式（10.12）の f（x）は次のように線形近似される．

∵　　 I
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と線形近似すれば，ωeは非線形振動の等価角振動数に相当するが，いまのと
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と仮定して式（10.14）に用いれば，次式となる．
　　　　　f（x0 cos θ）≒ωe

2 x0 cos θ （10.16）　
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f（x0 cos θ）は周期 2πの偶関数であり，しかもθ＝（2n－1）π/2（n＝1，2，…）
のとき f（0）＝0となるから，cos θ，cos 3θ，cos 5θ，…によって Fourier級数展
開できる．式（10.16）の右辺を Fourier級数の第 1項目だけで近似したものと
見なすと，ωe

2 x0はその Fourier係数である．したがって Fourier係数を求め
る要領で，式（10.16）の両辺に cos θをかけ，θ＝0→ 2πで積分すれば右辺は
ωe

2 x0πとなるから，ωe
2は次のように与えられる．

　　　　　ωe
2＝ 1
πx0

2π

 0
f（x0 cos θ）・cos θdθ （10.17）　

　たとえば，Duffing方程式（10.12）の場合，f（x）＝ωn
2（x＋βx3）を式（10.17）

に用いれば，三角関数の定積分公式より，

　　　　　ωe
2＝ 1
πx0

2π

 0
ωn

2（x0 cos θ＋βx0
3 cos3θ）・cos θdθ

＝ωn
2（1＋ 3

4
βx0

2） （10.18）　

となる．このωe
2を用いて，式（10.12）の f（x）は次のように線形近似される．
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